14-mavzu: Turg’unlik nazariyasi. Lyapunov ma’nosida turg’unlik. Asimtotik
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turg’unlik haqidagi teoremalar
Reja

Turg‘unlik tushunchasi va uning ahamiyati.

Dinamik sistemalarda muvozanat nuqtasi.

Lyapunov ma’nosida turg‘unlik ta’rifi.

Turg‘unlikning uch xil ko‘rinishi: oddiy turg‘unlik, Lyapunov turg‘unligi,
asimptotik turg‘unlik.

Lyapunov funksiyasi va uning xossalari.

Misollar va amaliy qo‘llanmalar.

Nazorat savollari va topshiriglar.

1. Asimptotik turg‘unlik tushunchasi

Muvozanat nuqtasi x=0 asimptotik turg‘un deyiladi, agar:

u Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘lsa,
va t—oo da x(t)—0 bo‘lsa.

Ya’ni, yechim vaqt o‘tishi bilan muvozanat nuqtasiga yaginlashib boradi.

2. Lyapunov teoremalari

Teorema 1 (Lyapunovning birinchi teoremasi)

Chizigli sistemani garaymiz:

r— Az, AecR"™

Agar matritsaning barcha xos qiymatlarining haqiqiy qismlari manfiy bo‘lsa

(Re(A;) < 0),

unda muvozanat nuqtasi asimptotik turg‘un bo‘ladi.

Bu teorema chizigli differensial tenglamalar uchun ishlatiladi.

Teorema 2 (Lyapunovning ikkinchi teoremasi)

Umumiy tizim garaymiz

= flx), [f(0)=0.

Agar shunday Lyapunov funksiyasi mavjud bo‘lsa:



Vi) = 0,V(0) = 0, (ijobiy aniglangan)

1:"[41:‘.} < (), x 7 0, (manfiy aniglangan)
unda muvozanat nuqtasi asimptotik turg‘un bo‘ladi.
Bu teorema nochizigli tizimlar uchun ishlatiladi.
3. Lyapunovning bevosita usuli

Bu usulga ko‘ra, differensial tenglama yechimini aniq topish shart emas. Fagat
Lyapunov funksiyasi topilib, uning hosilasi tekshiriladi.

Bu usul aynigsa murakkab fizik sistemalar (masalan, RLC zanjirlar, issiglik
o‘tkazuvchanlik, mexanik tebranishlar) uchun juda qulay.

4. Asimptotik turg‘unlik uchun shartlar
1. Agar V'(x)<0 bo‘lsa — asimptotik turg‘unlik.

2. Agar V' (x)<0 bo‘lsa — faqat turg“unlik (asimptotik emas).
3. Agar V'(x)>0 bo‘lsa — tizim turg‘un emas.

5. Misollar
Misol 1.
r—= —kx, k=10
Lyapunov funksiyasi:
Viz) = .-_l}u:z._ Vi) =0, V(0) =10

Vie) = xi — —ka® < 0
Demak, x=0 asimptotik turg‘un.
Misol 2. (Mexanik tizim — prujina va dempfer)
me +cex+kx—=10, ¢=10
Lyapunov funksiyasi sifatida energiya tanlaymiz:
Viz,2) = %_”.Ei_: F 1ka?
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Demak, muvozanat nuqtasi x=0 asimptotik turg‘un.
6. Nazorat savollari va topshiriglar

Asimptotik turg‘unlik ta’rifini ayting.

Lyapunovning birinchi teoremasi nima? Qaysi hollarda ishlatiladi?
Lyapunovning ikkinchi teoremasini ayting va fizik misol keltiring.
Prujina va dempferli mexanik tizim uchun turg‘unlikni tekshiring.

RLC zanjiridagi tokning asimptotik turg‘unligini isbotlang.

Ok wn e

14-mavzu amaliy mashg’uloti o‘zgarmas koeffitsientli differensal tenglamalar
sistemasi uchun turg’unlik nazariyasi

Mashg‘ulotning maqsadi:
o Talabalarga chiziqli sistemalar uchun turg‘unlikni baholash usullarini
o‘rgatish.
« Xos giymatlar (eigenvalue) yordamida turg‘unlikni aniglashni ko‘rsatish.
« Fazoviy portretlarni tahlil gilishni amalda qo‘llash.
1. Nazariy gism

O‘zgarmas koeffitsientli chiziqli differensial tenglamalar sistemasi ko‘rinishida
beriladi:

X = AX, X cR" AcRY™,

. Bu yerda X(t) — yechim vektori,
o A —o‘zgarmas koeffitsientli matritsa.

Umumiy yechim:
X(t) = ereMtoy + eve™tuy + -+ + epeMiu,,
Ai — matritsaning xos giymatlari
v — x0s vektorlari.
Turg‘unlik shartlari
1. Agar barcha xos giymatlar haqigiy gismlari manfiy bo‘lsa: tizim asimptotik
turg‘un.

2. Agar hech bo‘lmaganda bitta xos qiymatning haqiqiy qismi musbat bo‘lsa:
tizim turg‘un emas.



3. Agar barcha haqgiqgiy gismlar <0 bo‘lsa va hech bo‘lmaganda bitta sof
mavhum bo‘lsa: tizim Lyapunov ma’nosida turg‘un, lekin asimptotik emas.

2. Amaliy misollar
Misol 1.

Sistemani garaymiz:

= —2x+y
§=—z 3y

Matritsa:

2 1
A (l 3)

Xos giymatlarni topamiz:

I3
S
[—

det(A M}—‘ — A+ 2A+3) -1 =24 5AL5=0

Ikkala xos giymat ham manfiy.
Demak, muvozanat nugtasi asimptotik turg‘un.

Misol 2.

=1y
Yy — —i&

Matritsa:

. (0 1
4 (1{1)

Xos giymatlar:

det(A—AI)=A2+1=0 = Ao— +i.



Bu sof mavhum ildizlar.

(3 Sistema turg‘un (Lyapunov ma’nosida), lekin asimptotik emas (doimiy
tebranish).

Misol 3.

r—2xr+uy
j——a+y

Matritsa:

(21
4 (11)

Xos giymatlar:
det(A —AI) = (A—2)(A—1)+1=A"—3A+3—0.

34+ iv3
Ajg— 2 =V2
2

Sistema turg‘un emas.
3. Mustagqil ish uchun topshiriglar
1. Quyidagi sistemaning turg‘unlik holatini aniglang:
x— —3c+4y, y— —4xr— 3.
2.Fazoviy portretini chizing:
r=x+2y, Y= —2zr+y.
4. Nazorat savollari

Turg‘unlik ta’rifi va shartlarini ayting.

O‘zgarmas koeffitsientli sistemalar uchun umumiy yechim qanday yoziladi?
Xos giymatlar orqali turg‘unlikni ganday aniglash mumkin?

Lyapunov ma’nosida turg‘unlik va asimptotik turg‘unlik orasidagi farqni
tushuntiring.
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